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Una Nota sobre Regresiones
con Variables Integradas

Hildegart A. Ahumada*
Universidad Torcuato Di Tella

Resumen

El propdsito de esta nota es contribuir a la modelizacién de series tempo-
rales que pueden ser caracterizadas como integradas. En particular se
discute la cuestion del uso de distribuciones estandares en modelos de
regresion. Para ello se revisan previamente algunos conceptos esencia-
les. El objetivo principal es analizar a través de ejemplos las transforma-
ciones necesarias para formular el modelo con variables estacionarias,
enfatizando que dichas transformaciones no deben ser necesariamente
llevadas a cabo. Se presentan también distintos casos de interés practico
como la representacion en niveles o en diferencias en el analisis de no
causalidad en sentido de Granger y los modelos autorregresivos de reza-
gos distribuidos.

* Agradezco los comentarios y sugerencias de M. Lorena Garegnani y Fernando Navajas como asi
también los de mis alumnos de la UTDT y de los asistentes al curso de Pronéstico dictado en 2005
en el BCRA. Todo error u omision es sélo de mi responsabilidad. Direccién de correo electrénico:
hahumada@utdt.edu.
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l. Introduccion

Los efectos de incluir variables integradas en modelos de regresiéon han
causado preocupacion desde largo tiempo atrés, a raiz del llamado pro-
blema de correlacién “espuria” (Granger y Newbold, 1974) y que se re-
monta al analisis de las non-sense regressions de Yule (1926). En ambos
casos la dificultad planteada radica en que las regresiones con variables
integradas pueden producir relaciones “aparentemente” significativas aun
cuando las series sean independientes.!

Si bien la solucidon propuesta a principios de los setenta para evitar este
problema fue la “diferenciacion” de las variables, un replanteamiento de la
cuestion aparece en los ochenta con la idea de cointegracion: la relacion
de largo plazo entre variables integradas (Engle y Granger,1987). Asimis-
mo, esta misma cuestioén aparece contemplada en la econometria dinami-
ca y en la idea de “relaciones de equilibrio” originalmente modelada a
través de los mecanismos de “Correccion de Errores” (Sargan, 1964,
Davidson, Hendry, Srba y Yeo0,1978).

No obstante el tiempo transcurrido y la abundante literatura disponible
sobre el tema, la preocupacién sigue vigente ya que frecuentemente la
practica econométrica debe enfrentar decisiones relacionadas con dicha
cuestion. Tal seria el caso de evaluar “causalidad en sentido de Granger”
con variables en niveles o en diferencias.

Para mostrar una perspectiva mas general se puede sefialar que, una vez
gue la dificultad de fondo (distinguir relaciones genuinas de las espurias)
es reconocida, el investigador enfrenta el hecho de que las pruebas de
consistencia y normalidad asintética de los estimadores usuales (MCO)
que aprendié suponen estacionariedad de las variables. De alli los esfuer-
zos por “transformar” sus datos para volver a un mundo estacionario (ya
sea por diferenciacién o por cointegracion) y estimar su modelo con varia-
bles estacionarias.

1Yule usa la expresion “espuria” para referirse a una regresion entre variables no relacionadas entre
si pero que muestran alta correlacién a causa de una tercera variable que explica a las incluidas en
dicha regresion.
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El propésito de esta nota es contribuir a la modelizacién econométrica
centrandose en que, aunque se debe ser consciente de la naturaleza inte-
grada de muchas variables econémicas, no siempre es necesario realizar
“efectivamente” las mencionadas transformaciones. Para ello se analizan,
a través de ejemplos, algunos de los casos mas usuales de modelos de
regresion que incluyen variables integradas. De este modo, el objetivo es
explicar lo mas intuitivamente posible cuando (y como) pueden utilizarse
distribuciones estandares (estadisticos ¢, F) para evaluar hipétesis sobre
los coeficientes de tales regresiones.

La respuesta formal fue dada por Sims, Stock y Watson, SSW (1990) y
discutida asimismo en Banerjee et. al. (1993, especialmente el cap. 6 ),
Hendry (1995) y Doornik y Hendry (1996).

La conclusion de SSW es que en formulaciones generales que incluyan
variables integradas junto a otras que no lo sean y componentes
deterministicos, aquellos estimadores de parametros que puedan ser es-
critos como coeficientes de regresores no-integrados con media cero, tie-
nen distribuciones estandares. Pero lo mas importante es que esto es
valido solo con la existencia (potencial) de la transformacion a
estacionariedad (con media cero) aungue ésta no sea efectivamente lle-
vada a cabo. Un supuesto critico en SSW es que el modelo esté correcta-
mente especificado.?

La seccién siguiente revisa algunos conceptos importantes para la discu-
sién siguiente. La seccion Ill presenta los casos aplicados a regresiones
con variables cointegradas (seccién lll.1), a la evaluacién de no-causalidad
en sentido de Granger (seccion 1l.2) y a los modelos auto-regresivos de
rezagos distribuidos, AD (seccién 111.3). La seccién IV concluye esta nota.

2En el contexto de modelos dindmicos que los errores sean una secuencia de diferencias martingalas.
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Il. Algunos Conceptos
Veamos primero algunas definiciones:

Una variable x, es estacionaria (débil) si su esperanza y varianza son cons-
tantes para todo ¢ y su covarianza (digamos entre x, y x,,) no depende de ¢
sino solo del intervalo de separacion (es constante para cada /)

x es I(1) integrada de orden 1 si Ax, es 1(0), estacionaria a través de
la diferenciacion.

Y en general,

x es I(d) integrada de orden d si Ax es 1(0), estacionaria a través de
la diferenciacién aplicada d veces. En esta nota nos concentraremos
solo en el caso de variables I(1).

Conviene recordar que no toda variable no estacionaria se identifica como
integrada ya que puede ser no estacionaria por otras caracterizaciones como
la heterocedasticidad o por estar sujetas a cambios estructurales.

Lo que si parece evidente es que si una variable es no estacionaria porque
es integrada, puede por diferenciacion resultar estacionaria. Sin embargo,
la diferenciacion no es la Unica forma de lograr estacionariedad cuando se
consideran dos o mas variables integradas, la otra forma de obtenerla es a
través de la cointegracion, que se discute posteriormente.

Previamente conviene revisar el modelo mas usual para representar una
variable integrada que es el de camino aleatorio (random walk). Justa-
mente este modelo sirve como “patron” de comportamiento de variables
I(1) y es la base de la mayor parte de los tests de raices unitarias.

Si y, es un camino aleatorio, entonces

yr zyt—l+€t Et""IN(O,O'SZ) (1)
o]
V=28, @

1
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y en particular su varianza

VAR(, )= E (2138)2 - E[@gfﬂng(gf)zz o? @)

Por lo tanto se pueden apreciar para este caso dos caracteristicas esencia-
les de toda variable integrada: larga memoria de los shocks pasados (ecua-
cién 2) y varianza tendiendo a infinito cuando ¢ lo hace (ecuacion 3).

De estas expresiones podemos ver que un camino aleatorio debe ser apro-

piadamente estandarizado para obtener una distribucion limite de buen
comportamiento,® es decir mientras:

v, ~IN(0,Tc;) (4)
y, INT ~ IN(0,5?) (5)

La estandarizacion apropiada es también util para entender el problema
de la correlacién espuria, que resumimos a continuacion.

Supongamos que corremos una regresion entre dos caminos aleatorios
independientes,

Ay =g g, ~ IN(0,07) (6)

Ax =, v, ~IN(0,57) (7)
E[e v,]=0

y, = px +H, (®)

Entonces, siendo b el estimador por MCO de f, el estadistico “¢” para
evaluar la hipétesis de nulidad de dicho coeficiente sera

. b
07 SE(b) ©)

®Suponemos y =0. Por otra parte el supuesto de Normalidad no es necesario, sélo alcanzaria el
supuesto de IID. Formalmente la teoria asintética de variables integradas se analiza a través de la
convergencia de éstas a procesos de Wiener (especie de caminos aleatorios “continuos”).
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Aungue E [b] = =0 el problema esta en el SE porque:*
s
SE(b)=—=—
JZ 4o

y como x, es una variable 1(1), para que el denominador tenga buen com-
portamiento, (ver ecuacion 5).

-1 S,l

Pero como el error residual sera también 1(1):
~2
i
s? :% o T(72Ya?) (12)

De la ecuacion (11) y de la raiz cuadrada de la ecuacion (12) podemos ver
que el SE(b) decrecera con T, como lohaga 1 .

T

Y en consecuencia,

b
= ~~T. b
0 = SE®) VT (13)

Por lo tanto habria que dividir al estadistico “¢” por la raiz de T para que
tenga una distribucion bien definida, sino crecera con T llevando a un
sobre-rechazo si usamos el criterio convencional de 2 (en valor absoluto,
al 5%). Esto explica porqué debemos prestar atencion en las regresiones
entre variables integradas. Sin embargo, las ecuaciones estaticas tienen
otro sentido si estas variables no son independientes sino que guardan
una relacion de largo plazo, en otras palabras, estan cointegradas.

Para el caso de relaciones entre variables integradas puede recordarse
que si y y x, son ambas (1), y “existe” una combinacion lineal de ellas:

u, =y, - px 14)

que es 1(0), entonces y,y x,estan cointegradas, siendo (1-f) el vector de
cointegracion.

4 Para ver el valor esperado del denominador notemos que

2
EYx? =ZE(xf):0'thz02" T(T+1)

y por lo tanto no alcanza dividirlo por T para que no crezca con T: de alli la divisién por T'2.
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Notese que en este caso u, corresponde al error de la regresion estatica
que es la base de la metodologia propuesta por Engle y Granger para
evaluar cointegracion, la cual sera analizada en la seccion siguiente.

lll. ;,Cuando usar distribuciones estandares?
lll.1. El caso de regresiones con variables cointegradas

La regresion estatica para el caso de variables cointegradas puede pen-
sarse como balanceada (de acuerdo con Granger, 1990),

y,=p x + 4, (15)
(1) 1(1) 1(0)

Este balance entre los dos lados de la ecuacion es justamente lo que
distingue el caso de una relacién de largo plazo entre variables integradas 85
(cointegradas) del de una relacion espuria analizada en la seccion ante-

rior. Incluso en este caso el estimador de [ es superconsistente (converge

mas rapido que en el caso de variables estacionarias) dado que a diferen-

cia del caso anterior el error es estacionario.

Sin embargo, es importante sefalar que aun en este caso no se puede
usar el estadistico “¢” para evaluar hipétesis sobre Sya que U, engeneral,
no es ruido blanco en una ecuacidon como (15) que omite dinamica. Sélo
debe ser 1(0) en una relacién de cointegracion.

Es interesante comparar este caso con el siguiente, por simplicidad su-
pongamos £ =1,

Ayx=ﬁ0+ﬂlA'xr+y(yr—l_xr—l)+gr gt~IID(0’O-£2) (16)
1(0) @ 10
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La ecuacion (16), que supone una representacion de Equilibrium Correction,
no sdlo esta balanceada sino reparametrizada como 1(0).° Esto, y dado
que ¢ es ruido blanco, permite aplicar distribuciones estandares a la ma-
nera usual. El punto a sefalar es que esta reparametrizacion supone que
P es conocido (S = 1). Esta ecuacidn podria considerarse como la segun-
da etapa en el procedimiento de Granger y Engle, donde el residuo de (15)

€s (yt—l "X

Otro caso que vale la pena tener en cuenta es el siguiente (que coincide
con (16) cuando ,Bl =0, ademas de la homogeneidad de largo plazo, aqui

V= _ﬂz)'

Ay, =P+ Box +7 Vit &~ 11D(0,07) (7
1(0) I(1)  1(1)

Este caso es aun mas interesante ya que a pesar de que las variables son
I(1) igualmente podemos usar distribuciones estandares para test sobre
coeficientes individuales “¢”. Notese que esta ecuacion esta balanceada y
los errores son ruido blanco (condiciones necesarias). Pero lo mas impor-
tante es que cada uno de los coeficientes puede ser escrito como el coefi-
ciente de una variable estacionaria (y,_,-x_) o (x_ -y, ) que es lo reque-
rido por el resultado de SSW.

Sin embargo, con esta ecuacion no se admitiria un test conjunto de ambos
coeficientes como el F' para evaluar H : y = 3, = 0. Intuitivamente ambos
coeficientes no pueden ser escritos (a la vez) como coeficientes de varia-
bles 1(0). Esto mismo puede apreciarse reescribiendo (17) (sumando y
restando yx,_,) como:

Ay, =B+ (B +1)x,+y (va—x,)+e &~1ID0,07) (18)
1(0) I(1) 1(0)

5Los primeros trabajos hacian referencia este tipo de modelo como error correction. Sin embargo, la
correccion es solo hacia una relacion de equilibrio o de largo plazo que pueden estar sujetas a
errores. Los desarrollos recientes de la teoria de prondstico indican que justamente es la media de
largo plazo la responsable mas frecuente de las fallas de pronoéstico (ver Hendry, 1995 y Clements
and Hendry, 1999).
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En este caso la distribuciéon de y sigue siendo estandar pero la de la varia-
ble x,, no. Notese asimismo aunque los errores son ruido blanco, en esta
parametrizacion, la ecuacién no esta balanceada.

A continuacion se discuten estos resultados para dos aplicaciones practi-
cas usuales en series temporales: la evaluacién de no causalidad en sen-
tido de Granger y la obtencion de la relacién de largo plazo entre variables
integradas a partir de un modelo Autorregresivo de rezagos Distribuidos,
AD(1,1).

lll.2. Evaluacién de no causalidad en sentido de Granger

Dentro de la practica econométrica, una vieja discusion es si esta evalua-
cion debe realizarse con las variables en niveles o en sus primeras dife-
rencias.® La siguiente presentacion tratara de mostrar las ventajas y des-
ventajas de cada una de estas alternativas. El procedimiento puede divi-
dirse en dos etapas: a) la determinacién del rezago apropiado en la repre-
sentacion autorregresiva de cada variable (por ejemplo, de y) y b), dado
a), en una segunda etapa, la evaluacion del efecto adicional de los reza-
gos de la otra variable (x) sobre la primera (y). Ambas etapas son discuti-
das por SSW. Aqui ejemplificamos para un caso sencillo (inicialmente con
tres rezagos).

Ill.2.a. Determinacion del orden del AR

V=Gt Yt b Vb Y, n,~11D(0,5?) (19)
Por ejemplo, puede ser interesante evaluar, a través de un estadistico F/, si
Hy: ¢,=¢,=0

Esta evaluacion si puede realizarse con una distribucion estandar (F), a

pesar de que y, sea I(1), ya que tanto ¢, como ¢, pueden escribirse como
coeficientes de variables 1(0) (de las primeras diferencias), es decir,

5 A continuacion nos referiremos a la metodologia propuesta por Granger y que es la mas usual en
los softwares econométricos. Para otras propuestas para analizar empiricamente el concepto de no
causalidad en sentido de Granger puede consultarse Harvey (1990), entre otros.
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Ayt :¢o +(¢1 +¢2 +¢3 '1))/,_1 _(¢2 +¢3)Ayr—l_¢3 Ayr-z +7, (20)

Notese asimismo que la distribucion del coeficiente de y, , es no estandar,
en realidad, corresponde al de un estadistico Dickey-Fuller aumentado
(DFA). Lo que se vuelve a ver en este caso es la combinacion de distribu-
ciones estandares y no estandares en la misma ecuacion. Este mismo
enfoque es aplicable a la determinacion del rezago apropiado en una ecua-
cién para obtener el DFA y para un modelo AD.

lll.2.b. Evaluacion del efecto adicional de los rezagos de la otra variable
Si suponemos que no rechazamos la H de la Subseccion lll.2.a, el test

de no causalidad en sentido de Granger, supondria evaluar en la siguiente
ecuacion

yr:¢0+¢1yr—l+8xr—l+vt Vf~IID(0’O-V2) (21)
siH, :0=0

Pero, la distribucién de @ sera estandar solo si ¥,y x,estan cointegradas.
En realidad, la ecuacion (21) es igual a la (17) con y = (¢, —1).

Esto es también valido para rezagos de 6rdenes mayores, digamos 3

yt =¢O+¢1 yt—1+¢2 yl—2+¢3 yt—3+01xt—l+02 xt—2+03 xt—3+vr (22)

que puede reescribirse como (ver una reparametrizacion similar también
en Banerjee, et. al. 1993, p.178),

Ay, =4, + (4, + 4, + 4D +(6,+6,+0)]y,, -
- (¢2 + ¢3)Ay171 - ¢3A Yot 01 (‘xr—l - yr—l) + (23)
+ 92 (XFZ - y,,z) + 93 (x1—3 - yr—3) +v,

Por lo cual es valido un test conjunto del tipo

siempre y cuando exista cointegracion.
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En resumen, niveles o diferencias para evaluar no causalidad es lo mismo
en lo referente a determinar el orden de los modelos auto-regresivos. Sin
embargo, no es lo mismo para el efecto adicional de los rezagos de la otra
variable. Si se toman las variables en diferencias no habria que preocu-
parse por la relacion de cointegracion pero esta presente el problema de
variables omitidas, ya que se pierde la informacion sobre la relacion de
largo plazo (dado por los niveles). Esto puede verse aun mas claro
reescribiendo (22) como,

Ayr = ¢o + (¢1 _l)Ayr—l + (¢2 + ¢1 _l)Ayr-z +
+ (¢3 + ¢2 + ¢1 _1) yt—3 + 01 Axt—l + (01 + 02) AxI—Z + (24)
+(60,+0,+0,)x,_,+v,

En la ecuacion (24) podemos observar como una evaluacién en diferen-
cias omitiria los efectos de x,_; y de y, , (los efectos de los niveles son los
mismos que reescribiendo estos para el primer rezago).

La alternativa es evaluar no causalidad para las variables expresadas
en niveles pero verificando o suponiendo cointegracién. El trade-off esta
planteado.

Illl.3. Obtencion de un modelo de Equilibrium-Correction a partir de un
modelo AD

Un resultado conocido en la literatura (Banerjee et. al., 1993) es que la
relacion de largo plazo entre variables integradas estimada a partir de
modelos uniecuacionales dinamicos es superior a la obtenida de la regre-
sion estatica (ecuacion 15) debido a los sesgos en muestras finitas (a
pesar de su superconsistencia). Por tal motivo es interesante analizar este
caso con referencia al uso de distribuciones estandares. Tomamos como
punto de partida un modelo autorregresivo de rezagos distribuidos de pri-
mer orden, un AD(1,1), como lo sugiere la metodologia general a particu-
lar.” Con respecto a la eleccion de los rezagos para cada variable requiere
el mismo analisis de la subseccion l1l.2.a.

yr=ﬁ0+ﬂlxr+ﬂ2xr—l+ﬁ3yr—1+gr gt~ IID(O’O-«SZ) (25)

7 Un panorama integral de este enfoque se encuentra en Campos, et. al. (2005).
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La cual es equivalente a:

Ay, =By + BAX+(B+ B)x, +(B=Dy, . +5, £~1ID(0,07)  (26)

que puede ser reescrita como un modelo de Equilibrium-Correction:
Ayr=ﬂ0+ﬂler+7/(yr—l_er—l)+gt gt~ IID(O’O-«SZ) (27)

donde:

En todos los casos estas parametrizaciones son compatibles con distribu-
ciones estandares de los coeficientes individuales (“¢”) con la condicion de
que estén cointegradas. En esta formulacion el vector de cointegracion es
(1 - K). Sin embargo, las mismas consideraciones que en la seccion Il son
las relevantes para tests conjuntos sobre los coeficientes de x, , e y, ,, debi-
do a que son las mismas ecuaciones si se supone ,Bl =0.

Pero la cuestion es que K es la relacion de largo plazo entre variables
integradas si Y, y X, estan cointegradas o lo que es lo mismo, si y es
distinto de cero. Para evaluarlo en (11) debemos conocer K. Podemos
hacerlo sin conocer K a partir de la estimacion irrestricta de (9) 6 (10) a
través de evaluar si:

H,:y=(B-1)=0

Sin embargo, bajo la hipdtesis nula (no cointegracion) la distribucion es no
estandar (PCGive reporta los valores criticos apropiados como unit root
tests luego de la ecuacioén de largo plazo, ver Doornik y Hendry, 2001).

Dos comentarios finales son relevantes para este analisis,

i) Lo importante para determinar cointegracion es el coeficiente de ajuste y
y no la relacién de largo plazo, K. Para ver esto, puede sefialarse que se
podria también evaluar esta hipétesis de una relacion de homogeneidad

(K = 1) si se agrega a la ecuacion algun rezago de X. Es decir,

Ayt:ﬁ0+ﬂ1Axt+}/(yt—l_xt—l)_7/(K_l)xr—1+gt (28)
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Esta ecuacion. muestra que el coeficiente de ajuste al equilibrio es el mis-
mo tanto en el caso de homogeneidad o de K distinto de uno.

i) El analisis anterior ha supuesto la validez de un modelo condicional de
y,dada x, es decir, la exogeneidad débil de los regresores para los parametros
de nuestro interés, por lo que si este supuesto se quiere evaluar, lo mas
conveniente es la metodologia de sistemas de vectores cointegrados pro-
puesta por Johansen (1992). Con este tipo de analisis podemos obtener las
posibles relaciones de largo plazo en un contexto multiecuacional y dado
ellas, evaluar el supuesto de exogeneidad débil a través de la nulidad de los
coeficientes de ajuste en las ecuaciones de las que asumimos “exégenas”.

iii) Finalmente, y con relacion a la metodologia general a particular, la uti-
lizacién de distribuciones estandares no implica necesariamente trabajar
con el tamafo usual de zonas criticas (a = 0,05) cuando el modelo resulta
de un proceso de seleccion en varias etapas (repeated testing). En dicho
caso, la probabilidad de no rechazar en n pasos es:

P, =1-a)

Por lo cual en 40 veces (n = 40) para el valor usual de « = 0,05 esta
probabilidad resulta 0,13 y la probabilidad de retener una variable no sig-
nificativa 87%, la cual representa un error de tipo | extremadamente gran-
de. El valor esperado del niumero de variables irrelevantes retenidas es
(n. ) es 2. Sin embargo, s6lo cambiando a « =0,01, la probabilidad pasa
de 0,13 a 0,67 y el valor esperado del numero de variables retenidas no
alcanza a uno (0,4), (ver Hendry y Krolzig, 2001).

IV. Conclusiones

La econometria de series temporales ha debido convivir y adaptarse a la
caracterizacién como variables integradas de muchas series econémicas
frecuentemente estudiadas.

Si bien la posibilidad de que las distribuciones estandares no sean apropia-
das para realizar las pruebas de hipétesis usuales constituye una preocu-
pacion legitima para el investigador, estas notas han tratado de discutir in-
tuitivamente y a través de ejemplos las alternativas para poder utilizarlas.
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Mientras que en un modelo de regresion con variables integradas, éstas
puedan expresarse como variables |(0), ya sea por diferenciacién o como
combinacion lineal de otras por cointegracion, se podran usar distribucio-
nes estandares (siguiendo los desarrollos analiticos de SWS). Un punto
central es que para estos resultados solo interesa la existencia de trans-
formaciones potenciales y no la realizacion efectiva de la misma. De este
modo, este analisis es valido aun en modelos expresados en los niveles
de las variables integradas y en las relaciones dinamicas (inclusion de
rezagos apropiados) en las que sera mas probable la presencia de las
mencionadas transformaciones.

De esta forma la naturaleza integrada de las variables econdmicas parece
poder ser respetada, otras formas de no estacionariedad como es el caso
de los cambios estructurales, por si solos e interactuando con el de integra-
cién aparecen como los nuevos desafios para la practica econométrica.
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